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ZALOMENE A ZAKRIVENE NOSNIKY, RAMY

V technickej praxi tvoria rdmové konstrukcie dolezitti sucast strojnych aj stavebnych
celkov. Najcastejsie ide o nosné casti, ktoré treba pevnostne navrhnit, t. j. nadimenzovat
priecne rozmery [7, 42, 48]. V tejto kapitole sti pevnostné vypocty zamerané na problémy
rovinného ohybu zalomenych, zakrivenych a ramovych konstrukcii.

1 Zalomené nosniky a ramy

Pod zalomenou (lomenou) ramovou konstrukciou sa rozumie stistava tuho spojenych
priamych nosnikov. Tieto sti navzajom spojené pod ré6znymi uhlami a predpoklada sa, Ze
pri pretvoreni konstrukcie neddjde k zmene tychto uhlov. Lomené rdmy sa delia na
sastavy, v ktorych spojnica tazisk prie¢nych rezov nie je uzatvorena (lomené nosniky
a otvorené ramy) a sustavy, v ktorych je uzatvorena (ram).

Prislusné reakcie vo vézbach sa ziskaju zo statickych rovnic rovnovahy a vnatorné
silové veli¢iny sa uréia metdédou rezu. V pripade staticky neurcitych dloh sa vyuzija
dopliiujace rovnice (deformacné podmienky, resp. Castiglianove vety). Vo vypoctoch sa
budt vyuzivat postupy a vztahy, ktoré boli prezentované v predchadzajtcich kapitolach
pre jednotlivé typy zatazeni (tah-tlak, ohyb apod.). Na rieSenie posunuti bodov
vySetrovanej stistavy sa vyuzije znalost 1. Castiglianovej vety.

Riesené priklady (zalomené nosniky a ramy)
Priklad ¢. 1

Vypocitajte reakcie vo vézbach, velkost vntutornych silovych dc¢inkov a nakreslite ich
priebehy pre pravouhly rovinny rdm na obr. 1 vlfavo. Dané veli¢iny: a=1,2m, b =0,4 m,
F1=4000 N, F> =3000 N.
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Obr. 1 Pravouhly rovinny ram
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Riesenie:

Na tivod sa vykond kontrola statickej urcitosti:

n=3-3=0 = pravouhly ram je staticky urcity.

Ram sa uvolni, vizby sa nahradia myslenymi reakciami. Na jednotlivych tisekoch sa

zvolia myslené rezy kvoli zisteniu vnttornych silovych t¢inkov (obr. 1 vpravo).

Reakcie vo vdzbach sa vypocitaju na zéklade statickych rovnic rovnovahy:
D> F,=0: A, +F =0,

> F,=0: A, -E =0,

> M,=0: M,-F-a-F-b=0.

Z toho

A, =-F, =—4000N,

A, =F, =3000N,

M, =F -a+F,-b=4000-1,2+3000-0,4=6000N-m.

Nasleduje rieSenie vnatornych silovych té¢inkov:

1. rez:
MO1 F2
> F,=0: N, =0, ( X! Y
N
> F,=0: T, =F, =3000N,, i X,
T,
ZMix:03 My, =-F -x,.
Hranice intervalu x; sti v rozsahu 0<x; <b, potom po dosadeni
My, (x, =0)=-F,-0=0,
M,, (x, =b)=—F, -b=-3000-0,4 =-1200N-m .
2. rez:
> F, =0: T, = F, =4000N, F lF2
> i
> F,=0: N, =-F, =—-3000N,
=
ZMiX:O: Mo, =—F -y, -F,-b.
v 2 T
Hranice intervalu y» sti v rozsahu 0 <y, <a, potom
MOZ N.'Z
My, (y, =0)=—F, -0—F,-b=—F, -b=—1200N-m, wY

Mo, (yz =a)=—F1 -a—F, -b=-4000-1,2-3000-0,4 =—6000N-m .

Priebehy vnatornych silovych veli¢in sa zndzornené na obrazku 2.



ZALOMENE A ZAKRIVENE NOSNiIiKY, RAMY 3
3000
® -1200 2
N, [N] T, IN] Mo, [N.m]
g 3
3| © gl @ ©
-6000

Priklad ¢. 2

Obr. 2 Priebehy vnitornych silovych veli¢in

Urcte priebeh ohybovych momentov, priecnych a normalovych sil v lomenom nosniku
na obrazku 3. Dalej vypocitajte polohu a hodnotu maximalneho ohybového momentu, ak
st dané rozmery a=3m, b =4m, E = 2,1-101 Pa, g; = 5000 N/m a g2 = 2000 N/m.
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Obr. 3 Lomeny nosnik zatazeny spojitym zatazenim
Riesenie:

=3

Nosnik je staticky urcity. Musi sa uvolnit, zavedu sa reakcie vo vdazbach (obr. 3 vpravo)
a zo statickych rovnic rovnovahy ich vypocitat.

Statické rovnice rovnovahy maju tvar

SE, =0:
zMiA —
ZMiB =0:

A, +q,-a=0,

q1~b2 qp-a
B, b — 12T

2

q,-b* q,-a
_Ay.b+1T_2—

2

:O,
2

2

=0.
2
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Z nich sa urcia reakcie
A, =—-q,-a=-6000N,

2 2
A :M:W@N,
2b

y
.b? e
B =17 T _or50n.
Y 2b
Matematické vyjadrenie priebehov ohybovych momentov Mo, priecnych
anormalovych sil T; a N; sa vykond metédou mysleného rezu v smere proti pohybu
hodinovych ruciciek:
l.rez, 0<y, <a:

T, =0, N, =-B, =-12250N,

Mg, =0.

2.rez, 0<x, <b:

T, =-B, +4, -x, =-12250+5000- x, , N, =0,

2
My, =B, -x, ~, -%=12250-x2 ~2500-22.

3.rez, 0<y, <a:
T; =4, -y5 =2000-y;, N, =B, -q, - b=-7750N,
2 2

Mg =B, -b—q, ~%—q2 -%:9000—1000.%.

Z priebehov ohybovych momentov a prie¢nych sil mozno urcit extrém funkcie
v druhom poli. Extrém funkcie ohybového momentu sa vypocita z predpokladu, ze
hodnota prie¢nej sily v tomto bode je nulova. Poloha extrému sa vypocita zo vztahu

T, =-12250+5000- x,, =0,
z toho

~ 12205 45m.

X =]
5000

Hodnota maximalneho ohybového momentu v mieste x2r bude
M, (x, =x,;)=12250- x,, —2500- x2, = 15006 Nm .

Grafické znazornenie priebehov ohybovych momentov, prie¢nych a normalovych sil

je na obr. 4.
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Obr. 4 Priebehy ohybovych momentov, prie¢nych a normalovych sil

Priklad ¢. 3

Urcte priebehy prie¢nych a normalovych sil, ohybovych momentov aohybovych
normalovych napiti v krajnych vlaknach prierezu v lomenom nosniku na obrazku 5.
Dalej vypoditajte polohu a hodnotu maximélneho ohybového momentu, normélového
napétia v ohybe a posunutie bodu B v smere sily F, ak st dané rozmery a =5m, b=4m,
modul pruznosti v tahu E = 2,1-10"! Pa, spojité zataZenie g = 5000 N/m a sila F = 4000 N.
Prierez bude po celej dizke nosnika rovnaky - obdlznik s rozmermi s x v = 0,1 x 0,12 m.
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Obr. 5 Lomeny nosnik zataZzeny silou a spojitym zatazenim
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Riesenie:
Problém je staticky urcity. Nosnik sa uvolni, zavedd sa reakcie (obr. 5 vpravo) a pouzitim
statickych rovnic rovnovéhy sa vypocitaji

> F, =0: A, +F=0,
iy q:b" _
> M, =0: B, b- > =0
2
SM,=0: -4, b+T 0.

Reakcie budt mat hodnoty
A, =—-F=-4000N,

A, =12 _10000N,
2
B =‘77’b: 10000N .

y

Pomocou met6dy mysleného rezu sa vykona vypocet vnitornych silovych tc¢inkov
v jednotlivych rezoch:

l.rez, 0<y, <a:
T, =—F =—-4000N, N, =-B, =-10000N,
My, =F-y, =4000-y, .

2.rez, 0<x, <b:

T, =B, +q-x, =-10000+5000-x,, N, = F = 4000N,

2

Mg, =F-a+B, -x, —q-%:20000+10000-x2 ~ 2500 x2.

3.rez, 0<y, <a:
T, =—A, =4000N, N, = —Ay =-10000NN,
My, =—A, -y, =-10000-y, .

Extrém funkcie sa bude nachddzat v druhom poli. Jeho poloha sa vypocita opat
z predpokladu, Ze hodnota prie¢nej sily v tomto bode je nulova, teda

T, =-10000+5000-x,, =0,
z toho

_ 10000 _,

Xor = =
£ 5000
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Hodnota maximalneho ohybového momentu v mieste x2r potom bude
M, (x, = x,; )= 20000+ 10000 - x,, —2500- x2, = 30000Nm .
Vypocet maximélneho ohybového normalového napdatia v krajnych vlaknach prierezu
sa vykona takto
M 6-M 6-30000

e —=1,25-10° Pa = 125MPa
W, S-v 0,1-0,12

Grafické znazornenie priebehov prie¢nych a normélovych sil, ohybovych momentov
a ohybovych normalovych napiti je na obr. 6.
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Obr. 6 Priebehy prie¢nych a normalovych sil, ohybovych momentov a normalovych napéti

Posunutie bodu B v smere sily F sa vypocita pomocou 1. Castiglianovej vety (bez
uvazovania vplyvu normaélovych, resp. prie¢nych sil)

U b-x X3 f
Xr :8_F:E_ |:IF y1 d}h +J.(F ﬂ+q > 2 qTZJ’adx2+.([F'y§dy3:l =

3 PR 3
1{1—" “T-bea qab qab+F‘%}:

"EJ| 3 4 6
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8]
__12 | F.az.[2+b)+m _
E-s-v 3 12

3
- 12 - 4000-52(E+4j+M —0,2866m.
2,1-107-0,1-0,12 3 2

Priklad ¢. 4

Urcte priebeh ohybovych momentov, prie¢nych a normalovych sil a posunutie bodu C
v smere sily F v nosnikovej konstrukcii na obr.7, ak je dané: E=2,1-10""Pa, a=4m,
F=50000 N a prierez je vytvoreny z dvoch , I profilov. Ide o dvakrat 1-280 s vyslednou
plochou A =12200 mm?, osovym kvadratickym momentom prierezu J, = 151,6:10° mm?*
a prierezovym modulom v ohybe Wp = 1082-10° mm3.

_ a — a |
! ( ey

ry 1] L} T

C 3 X, 1 x, C
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Obr. 7 Nosnikova konstrukcia zatazena silou F

Riesenie:
Ststava je jedenkrat staticky neurcita
n=3-3-1=-1stupeni volnosti.

Zvoli sa staticky neurcitd veli¢ina R (v bode B) a vytvori sa staticky urcity model
sustavy (Ciasto¢ne uvolnend, obr.7 vpravo). Metédou mysleného rezu sa vyjadria
priebehy prie¢nych a normalovych sil a ohybovych momentov pre jednotlivé polia:

l.rez, 0<x, <a:

T, =F=50000N, N, =0, M, =—F-x, =-50000-x, .

2.rez, 0<y, <a:

T, =0, N, =-R, M, =0.

3.rez, 0<x, <a:

T,=F-R, N, =0, My, =R-x; —F-(a+x,).
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4.rez, 0<y, <a:

T,=0, N,=R-F, My, =R-a-F-2a.
Staticky neurcita veli¢ina R sa vypocita pomocou 3. Castiglianovej vety
4 a
Ao Mo My
i=1 o E- ]z OR

Po dosadeni

=E1] A JFx,)-0dx; +0+ [(Roxy =F-(a+x,))-x, dxs+I(R-a—F-2a)-adx4]
-/, i 0 0
3 3 3
5 2 3 3 23

Z toho sa vyjadri staticky neurcité veli¢ina R

_17F _17-50000
8

Nasledne sa hodnota R dosadi do rovnic na vypocet vniatornych silovych veli¢in

R

=106250N .

v jednotlivych rezoch:
1.rez, 0<x, <a:
T, = F =50000N, N, =0,
My, =—F-x; =-50000-x, .

2.rez, 0<y, <a:
T, =0, N, =—R=-106250N,
M,, =0.

3.rez, 0<x, <a:
T, =F-R=-56250N, N, =0,

My, =R-x, —F-(a+x;)= OF x,

—F.a=>56250-x, —200000.

4.rez, 0<y,<a:
T,=0, N, =R-F=56250N,

M,, :R-a—F-2a:%:25000N.

Priebehy vnuatornych silovych veli¢in sti zndzornené na obrazku 8.
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Obr. 8 Priebehy vnutornych silovych veli¢in

Vypocet posunutia bodu C v smere sily F sa vykond pomocou 1. Castiglianovej vety

a

ToF Z! — B

1

o 9F - x, ¢F-a a
=F. ] ! —F-x,)-(- xl)dx1+O+J-( —F~a]-(——a}dx3 ‘(.)‘? gdxél},

3 3
wp < SUE  BLS0000-4 e
48E-], 48-2,1-10"-151,6-10

Priklad ¢. 5

Vypocitajte hrabku steny riarky t s vonkaj$im priemerom D =0,06 m, tvoriacej rdm
naobr. 9. Dané: zatazujuca sila F=30000N, a=0,8 m, maximalne dovolené napitie
v ohybe op = 210 MPa.

Riesenie:
Geometria ramu a vonkajsie zatazenia sd symetrické okolo oboch osi. To znamena, Ze
staci riesit Stvrtinu rdimu (obr. 9 vpravo) [4, 9, 26].

Ram je trikrat staticky neurcity, ale vzhladom na dvojndsobnti symetriu sa nezname
vnutorné sily T'a N urcia 'ahko z podmienok symetrie:

=§=@=15000N, N=§=15000N.
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Obr. 9 Uzatvoreny ram zatazeny silami F

Jedinou nezndmou (staticky neurcitou) veli¢inou ostane moment Mo. Ten sa vypocita
pomocou tretej Castiglianovej vety

ou

oM,

Do celkovej energie napétosti sa zahrnie len energia od ohybovych momentov, preto
sa vyjadri ich priebeh v jednotlivych rezoch:

l.rez, 0<y, <a:

F
My, =T -y, + M, :E'y1+MO'

2.rez, 0<x, <a:

Mgy, =—N-x, + M, +T-a=—§~x2+MO+§‘a.

Teraz sa uz moze vypocitat staticky neurcita velicina Mo

4 |¢(F t(F
O:E_-].M(E.yl +Moj-1 dy, +‘£(E~({1—x2)+MO)-1 dxz}.

Po tprave a dosadeni sa vyjadri hodnota Mo

M, =—F: =—30002'0’8 = —6000Nm .




12 ZALOMENE A ZAKRIVENE NOSNIKY, RAMY

Ohybové momenty v jednotlivych poliach rdmu budid mat po dosadeni Mo
nasledujuci tvar:

l.rez, 0<y, <a:

M, :g-yl + M, =15000-, — 6000 .

2.rez, 0<x, <a:
F F
Mo, =—5 % + M, JrE-a:—15000-x2 +6000.
Po dosadeni hranic intervalov z predoslych vztahov vyplyva, Ze maximalnou

hodnotou ohybového momentu je Mouaw = 6000 Nm. Vysledné priebehy ohybovych
momentov st zobrazené na obr. 10.

6000 @\ /G-_) 6000

N X )

-6000

-6000

-6000 \
64//\ soo0 Mo (N.m]

Obr. 10 Priebehy ohybovych momentov na rame

Na vypocet hrabky steny rtrky sa vyuzije pevnostna podmienka
ZOmax o op.
O
Urdi sa prierezovy modul v ohybe Wo
7[-(D4 —d4)'£_ 7-D° = (D-2t)*
64 D 32 32D

Po dosadeni do pevnostnej podmienky sa vypocita nezndma hrabka steny rarky

W, =

Omax

op 32 32D op

t> 1 poy/ 2 Mown D _pa ) 1 D—%M—0,0G‘ = £>0,007m.
2 T-op 2 7-210-10

W, > Mowes — _, 7-D° r-(D-2t)* M

7
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NerieSené tlohy (zalomené nosniky a ramy)

Vulohdch 6 az 8 vypocitajte priebehy prie¢nych anormalovych sil aohybovych
momentov. Dalej vo vybranych bodoch vypocitajte posunutia v smere osi x, resp. , ak je
dané: E=20810"Pa, a=3m, b=15m, F=10000N, g=5000Nm". Nosniky
pozostavaja z profilu 1-180 s nasledujtcimi parametrami: plocha prierezu A = 2790 mm?,
osovy kvadraticky moment |.=14,4-10°mm?*, vyska profilu h =180 mm, prierezovy
modul v ohybe Wo = 160000 mm?.

Staticky urcité alohy

Uloha & 6
d b >
EEEREt
B C
Bod | Posunutie | Posunutie Ohybovy
Uy, [m] uy, [m] moment [Nm]
@ A 0 0 -5620
B 8,45-10-3 3,88-105 -5620
8,45-103 9,55-10-3 0
Y A
Obr. 11 Zalomeny nosnik a kontrolné vysledky k tlohe 6
Uloha ¢. 7
- b >
B C
I [
o
Bod | Posunutie | Posunutie Ohybovy
1, [m] 1, [m] moment [Nm]
® D Y -
A F A 0 0 0
B 4,9-102 5,17-105 30000
C 4,9-102 2,58-105 15000
v A D | 60102 0 0

Obr. 12 Zalomeny nosnik a kontrolné vysledky k alohe 7
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Uloha ¢. 8
- b >l b J
q C yF
A = 1|
B - D
> Bod | Posunutie Ohybovy
uy [m] moment [Nm]
—-
© A 0 0
= B 1,29-10+4 22500
C 0 -15000
—r
D 4,82-103 0
v LUA
7>

Obr. 13 Zalomeny nosnik a kontrolné vysledky k tlohe 8

Staticky neurdité tlohy

V staticky neurcitych konstrukcidch na obr.14 az 17 vypocitajte priebehy ohybovych
momentov, prie¢nych a normélovych sil a vo vybranych bodoch posunutia v smere osi x,
resp. y. Dané: modul pruznosti v tahu E =2,08-10"' Pa, =3 m, b =1,5 m, F; =10000 N,
F>=5000 N, spojité zataZzenie g=>5000 Nm. Profil nosnikov je I-180 s parametrami:
prierezova plocha A =2790mm?, osovy kvadraticky moment prierezu |, = 14,4-10° mm?,
vyska profilu /1 = 180 mm, prierezovy modul v ohybe Wo = 160000 mm?.

Uloha & 9
- a >
B C
A A
< Bod | Posunutie | Posunutie Ohybovy
Uy [m] uy [m] moment [Nm]
© > A 0 0 20600
7777 Fy
B 1,6-10-2 9,7-10-6 9380
C 1,6-10-2 4,84-10-6 -15000
v A D | 296102 0 0

Obr. 14 Zalomeny nosnik a kontrolné vysledky k tlohe 9
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Uloha ¢& 10
‘ b
B[ |C
A »
F»
Bod | Posunutie | Posunutie Ohybovy
1, [m] uy [m] moment [Nm]
© A 0 0 -27810
B 1,91-102 4,37-10-6 17190
C 1,91-102 4,37-10-6 -30000
A D D 6,82-10-2 0 0
Pay .
7777 F,
Obr. 15 Zalomeny nosnik a kontrolné vysledky k tlohe 10
Uloha ¢ 11
-« a >l a ~
N O S T
B D G
©
A el ell
v
- —
77 = S

Bod | Posunutie | Posunutie Ohybovy
Uy [m] uy [m] moment [Nm]
A 0 0 0
B 6,14-102 2,87-105 30000
€ 8,77-102 0 0
D -9130, -15000,
6,14-10-2 2,12-104 24000
E 8,53-102 0 0
6,15-10-2 2,87-105 -15000

Obr. 16 Zalomeny nosnik a kontrolné vysledky k tlohe 11
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Uloha & 12

b,
\ AR C
T F>
B 2 Bod | Posunutie | Posunutie Ohybovy
1, [m] uy [m] moment [Nm]
A 0 0 -4030
© B | 22810% | 27610% 3470
C 2,29-103 2,36-105 -3460
D 0 0 4040
v A D
vored
Obr. 17 Zalomeny nosnik a kontrolné vysledky k tlohe 12
2 Slabo zakrivené nosniky a ramy

Tato podkapitola sa bude zaoberat slabo zakrivenymi rovinnymi nosnikmi. Slabo
zakrivené nosniky musia splfiat podmienku, %e vyska ich prie¢neho prierezu (resp.
hrabka) h je ovela mensia ako polomer zakrivenia 7, teda

n <01az0,2.
r

Dalej st zavedené nasledujtice predpoklady:

* o0s pruta (strednica) je rovinna krivka,

* zataZzujdce sily a momenty leZia v danej rovine,

* plati Hookeov zdkon,

* pratje dostatocne tuhy, takZze sa uvazujt len malé deformacie.

N (@) N (o)
——
T@Y M, () Mo (o) [T

Obr. 18 Predpoklad vnitornych silovych té¢inkov pri myslenom reze

Riesenie priebehu vnitornych silovych veli¢in sa bude opét robit pomocou metédy
mysleného rezu. Vnitorny ohybovy moment Mo sa bude povaZzovat podla [16] za
kladny, ak namaha vntatornd stranu prierezu (vnatorné vldkna zakriveného nosnika) na
tlak a vonkaj$iu na tah. To vlastne zvicsuje krivost priata (zmensuje polomer, obr. 18).
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Osova (normalova) sila N je kladna, ak posobi z rezu smerom von a prie¢na sila T je
kladnd, ak je otocend vocéi normélovej o 90° vsmere pohybu hodinovych rucic¢iek
(obr. 18).

V niektorej odbornej literattre [4, 21, 25] je za kladny ohybovy moment povaZovany
opacne orientovany moment, ako sa zaviedol v tejto kapitole. To vSak nema vplyv na
jeho vysledny priebeh, iba na znamienko. Vo vypoctoch sa budu dalej pouzivat aj
vztahy z predoslych kapitol, predovsetkym Castiglianove vety.

Pre zakriveny nosnik, ktorého strednicou je vSeobecnd rovinna krivka, plati
Boussinesquova diferencidlna rovnica

dzw(s)+ w(s) _ M, (s)
ds*  r*(s) E-J.(s)

1)

kde s je dizka oblika merané na strednici nosnika a w (s) je funkcia priehybovej &iary
v radidlnom smere vztiahnutd na strednicu. V dalgich avahéch sa obmedzime len na
strednice s konstantnym polomerom zakrivenia r (s) = r = konst. Pojde teda o kruznicu
alebo jej cast adizka strednice bude s=r.p. Na zaklade tohto predpokladu sa
diferencialna rovnica (1) pre J. = konst. zjednodusi na tvar

dzw((p) +w( )_ M, ((0)'7'2

=97/ 2
' T EL @

Riesené priklady (slabo zakrivené nosniky a ramy)

Priklad ¢. 13

Vypocitajte priebeh vnatornych silovych veli¢in a funkciu priehybovej ¢iary pre slabo
zakriveny nosnik na obrazku 19, ak je dand sila F, polomer zakrivenia r, modul pruznosti
v tahu E a kvadraticky moment prierezu J..

Obr. 19 Zakriveny votknuty nosnik zatazeny silou F

RieSenie:
Priebeh vnuatornych sil a ohybovych momentov sa uréi metédou mysleného rezu (obr. 19
vpravo). Na vyriesenie vnutornych silovych veli¢in sta¢i urobit jeden mysleny rez od
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volného konca nosnika. Vysledny priebeh vntatornych silovych veli¢in zavisi od uhla ¢,
(0 < < #2) aprislusné rovnice rovnovahy sil v smere normdly a tangenty a rovnica
rovnovahy momentov budd mat tvar:

n: N+F-sinp=0 = N=-F-sing,
t: T—-F-cosp=0 = T=F-cosg,
—My+F-r-singp=0 = M,=F-r-sinp=0.
Grafické znazornenie priebehov vnttornych silovych veli¢in je na obrazku 20.

F-cos ¢

N; [N] T, [N]

-F-sin @

F-r-sin ¢

Obr. 20 Priebehy vnitornych silovych veli¢in v zakrivenom nosniku

Diferencialna rovnica priehybovej ¢iary bude mat tvar

d*w(p) _My(p)-r® F-r®
e N R

Ide olinearnu diferencidlnu rovnicu druhého rddu s konsStantnymi koeficientami

-sing.

a s pravou stranou.
Jej rieSenie bude

3

2E-],

w(p)=A-cosp+B-sing— - C0S @
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Integrac¢né konstanty A a B sa urcia z okrajovych podmienok vo votknuti

T dw T
=Zl-0 a Xp="|-0,
w@’ 2j : d(p(@ 2)

z ¢oho

_n-F-r’
4E -],

B=0.

Vysledna rovnica priehybovej ¢iary bude potom

wlp) = (Z-p ) cos

S 2E-7. \2

Priklad ¢. 14

Vypocitajte rozmer a $tvorcového prierezu krivého prita tak, aby vodorovné posunutie
bodu B bolo rovné 0,01 m. Potom skontrolujte, ¢i krivy prat na obr.21 vyhovuje
pevnostnej podmienke, ak maximalne dovolené napétie je op =150 MPa. Dané st
veli¢iny: F=5000 N, r =2 m, E = 2,1-10" Pa.

yD:M

Obr. 21 Zakriveny prut zatazeny silou F

Riesenie:

Zakriveny nosnik je staticky urcity. Pomocou statickych rovnic rovnovahy sa vypocitaji
reakcie v bodoch A a B

) i ~A +F=0,

> F,=0: A, +B, =0,

> M, =0: B, -2r=0.

Ich vyriesenim dostaneme reakcie

A, =F=5000N, A, =0, B, =0.

y
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Metédou mysleného rezu (Obr. 21 vpravo) sa urcia priebehy vnttornych silovych
veli¢in, ak 0 < o< 7

N =F-sinp=5000-sing,
T =—F-cos ¢ =-5000-cos ¢,
M, =—F-r-singp =-10000-sin¢ .

Grafické znazornenie zavislosti N, T'a Mo od uhla ¢ je na obrazku 22.

5000

N, [N] 5000 T. [N] -5000

-10000

Mg, [N.m]
Obr. 22 Priebehy vntutornych silovych veli¢in N, T a Mo

Vypocet posunutia xr sa vykond pomocou 1. Castiglianovej vety

T oM 1 7 . .

F _G_F_E_] £M0~ 8FO v d(p:E—I-!‘(—F-r-sm@-(—r-sm¢)-rd(p,
_ou_F r ]isirl2 d For’ .[f_lsin(z )T_” Eu
FToE T Eg AT Y T e

4
. . - 1 p a
Na zédklade zadaného prierezu sa za osovy kvadraticky moment dosadi |=—

a nasledne sa vypocita hodnota a

67 -F-r° 6z -F-7° 67-5000-23
xF =—4 j—t a=4 . =4 o
E-a E-x, 21-10".0,01

=0,138m .
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Maximalna velkost ohybového momentu je vbode C. Tam sa teda bude
predpokladat aj maximélne normélové napétie v ohybe

[M M

oy, = 1omul _ Momw| _ For 6F-r_6:5000-2_ ) o5 106 py = 20 83MPa .
W, 22 @ 0,138’
a 12 a

Pretoze maximalne dovolené napitie je 150 MPa, navrhnuty prierez pevnostne
vyhovuje (22,83 MPa < 150 MPa).

Priklad ¢. 15

Urcte priebeh vnatornych silovych veli¢in v zakrivenom prite (nosniku) na obr. 23, ak
polomer zakrivenia r = 2 m a zatazujtci moment M = 1000 Nm.

<

Obr. 23 Zakriveny pruat zatazeny momentom M

Riesenie:
Uvodom sa postdi staticka urcitost sustavy
n=3-3-1=-1 = zakriveny prut je jedenkrat staticky neurcity.

Ako staticky neurcitd veli¢ina sa zvoli vertikdlna reakcia v bode B a oznaci sa R.
Zavedenim veli¢iny R sa vytvoril staticky urc¢ity model s volnym koncom v bode B
a votknutim v bode A.

1. rez
Mm'/

2.rez

Obr. 24 Predpoklad vnuatornych silovych aé¢inkov pri myslenych rezoch
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Na urcenie priebehu vnutornych silovych veli¢in sa opdt pouzije metéda mysleného
rezu. Pretoze sa moze ,rezat” z bodu B v smere proti pohybu hodinovych ruciciek, nie je
potrebné poznat reakcie v bode A a nemusia sa riesit statické rovnice rovnovahy pre cely
prat. Zatazujuci moment M deli prat na dva useky, preto aj rieSenie priebehu
vnutornych sil a momentov bude rozdelené na dve polia v stilade s obr. 24.

Rie$enie vnutornych silovych aé¢inkov:
1.rez (0< g1 < /2):

N, =-R-cosg,,

T, =-R-sing,,

My, :—R-r-(l—cos%).

2.rez (0< g < 7/2):

N, =R-sing,,

T, =—R-cos ¢,,

M, =—M—R«r~(1+sin(/72).

Staticky neurcitd veli¢ina R sa vypocita pomocou 3. Castiglianovej vety s uvazovanim
energie napétosti iba od ohybovych momentov

+— I[—M—R-r-(1+sin¢2)]~[—r-(1+sin(p2)]-r de,
0
a po vyrie$eni integralov sa ziska rovnica

R-7 (%”-2}1\4.# ~(%—1)+R-r3 -[%’Hz):o.

Z tejto rovnice sa po vyjadreni vypocita staticky neurcitd veli¢ina R

R —2M '[“ﬂ) :w.@ +Zj = -856,9N.
3r 2 3-2 2

Vysledné priebehy vnatornych silovych veli¢in potom budu:
1.rez (0< ¢ < 7/2):

N, =856,9-cos ¢, ,

T, =856,9-sing, ,

M, =856,9-2-(1-cos ¢, ).
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2.rez (0< g < 7/2):

N, =-856,9-sin¢,,

T, =856,9-cos ¢, ,

My, =-1000+856,9-2-(1+singp, ).

Grafické znazornenie priebehu vnttornych silovych veli¢in je na obrazku 25.

856,9
-856,9 N, [N] 856,9 T, [N]
1713,8
7138
24277 Mg [N.m]

Obr. 25 Priebehy vnutornych silovych veli¢in na staticky neurcitom prate

Priklad ¢. 16

Urcte priebehy vnatornych silovych veli¢in a maximalne normélové napétie v obruci na
obr. 26, ak je dané: modul pruznosti v tahu E =2,1-10" Pa, priemer obruce r=1m,

zatazujica sila F=10000N a prieény prierez méa obdlznikovy tvar srozmermi
bxh=0,1x0,05m.

Riesenie:
Vzhladom na dvojndsobnti symetriu rdmu aj zatazeni je opat mozné riesit iba Stvrtinu
ramu tak, ako je to znazornené na obr. 26 (podobne ako priklad 5). Uloha je 3-krat

staticky neurcitd, ale vzhladom na spominanti symetriu sa m6zu l'ahko urcit nezname
vnttorné sily.
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F/2

F/2

=
\/
Obr. 26 Symetricky zataZend obru¢ s obdiznikovym prierezom

Hodnota normalovej sily v prislusnom mieste rozdelenia objektu bude F/2 a priecnej
sily tiez F/2 (obr.26 vpravo). Jedinou nezndmou veli¢inou ostane teda hodnota
ohybového momentu Mo. Ten sa vypocita pomocou 3. Castiglianovej vety.

V stlade s predpokladom vnttornych silovych veli¢in na obrdzku sa urcia priebehy
ohybového momentu, normalovej a priecnej sily

F F
n: N-—-singp——-cosp=0,
g SMPTHs?

A JE
t: T+—-sinp——-cosp=0,
p SMPTRese

M,, =M, +%-sin(p—%-(1—cos¢):0.

V4 t}’fchto rovnic sa vyjadria veli¢iny N, T a Mo
N= (singo+cos go),

E
7-L.
2

(cos @ —sin (p),

M,, =M, + 5 (1 cos @ — smqo)

Pouzitim tretej Castiglianovej vety sa vypo¢ita staticky neurcitd veli¢ina Mo
au /2 . 2
=0= 0 LI I [Mo+u-(1—sin(p—cos¢))} rdey,
oM, oM, |2E-] 2

7/2
Ei J-[M +— 1 sin @ — cos¢)}-1~rd(a=0.
0
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Po integrécii sa ziska rovnica

7Z"MO-1’+7Z'F~1’2

=0
2 2
a po uprave a dosadeni sa vyjadri hodnota Mo
M, —— F2~r __10000-1 _ _5000Nm .

Vysledné rovnice pre priebehy vnitornych silovych veli¢in budd mat potom tvar

N:%-(sin(o+cos ¢):5000-(sin(p+cos ¢),
T:%-(cos go—sin(p):SOOO-(cos (o—sin(o),

M,, =M, +%-(1—Cos¢>—sin¢):—5000+5000-(1—Cosqo—sin(p).

Priebehy vySetrovanych vnttornych silovych veli¢in na $tvrtine obruce sa graficky
znazornené na obrazku 2

7071 5000
N; [N] T, [N]
5000 5000
-5000
-7071
Mo, [N.m]
-5000

Obr. 27 Priebehy vysetrovanych vnitornych silovych veli¢in
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Z priebehu ohybového momentu mozno usudit, Ze maximalne normalové napétie
bude tam, kde je maximéalna absoltitna hodnota vel'kosti ohybového momentu, t.j. v bode
pooto¢enom od vodorovnej osi v smere hodinovych ruci¢iek o uhol 45°. KedZe ide
oslabo zakriveny prat (h/r<0,1), normalové ohybové napédtie nie je po priereze
rozlozené podla hyperbolického zidkona (podrobnejsie v [17, 21]), ale podla znameho
linedrneho zdkona (priame a lomené nosniky a ramy). Na zaklade toho hodnota
maximalneho ohybového normdlového napéatia bude

T
T Moy [(024)
O-Omaxzo-O(gD:_j:i =t

— 5000 + 5000 - (1 —cos = —sin ”j
4 4

4 b-h? - 0,1-0,052 ’
6 6
_y 071 +1,697 -10° Pa = +169,7 MPa .

o-O max
0,000046

Vzhladom na zaporny ohybovy moment sa znamienko ,-“ priradi k napéatiu na
vrchnom vldkne prierezu a znamienko ,+“ bude platit pre napitie na spodnom vldkne
prierezu.

Dalej sa vypoéita normélové napétie od normalovej sily

T
N|p="
((” 4j 7071
o, = =

" b-h  0,1-0,05

=1,414-10° Pa = 1,414MPa .

Normalova sila je tahova, preto aj prislusné normalové napitie je tahové (kladné).
Vysledné normalové napétia teda budu:

1. na vrchnom vlékne prierezu

op =0, +0,=14-169,7 =-168,3MPa ,
2. na spodnom vldkne prierezu

ot =0,+0,=1,4+169,7 =171,1MPa .

Vypocitany priebeh normalovych napéti je graficky zndzorneny na obr. 28.

[MPa]

n cTO Gy
14 1697 1683
777777 1697 1711

Obr. 28 Priebeh normalovych napati
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NerieSené alohy (slabo zakrivené nosniky a ramy)

Staticky urcité alohy
Uloha & 17

Na zakrivenom nosniku zatazenom silou F vypocitajte vnitorné silové veli¢iny (priecne
sily, normélové sily a ohybovy moment), ak je dané: F=1000 Nar=1,5 m.

Bod | NIN] | TI[N] | Mo[Nm]
A | 1000 0 0
B 0 |1000,2000 | 1500
2000 0 4500

Obr. 29 Zakriveny nosnik a kontrolné vysledky k talohe 17

Uloha & 18

Vypocitajte vnatorné silové veli¢iny (normélové a priecne sily, ohybovy moment) na
zakrivenom prute, zatazenom silou F a momentom M. Dané: F =1000 N, M =200 Nm

ar=15m.
F
Y
M A
B Bod| N[N] | T[N] | Mo[Nm]
A 0 1000 0
/4
B 707 707 1414, 3414
-1000 0 4000
C .

Obr. 30 Zakriveny nosnik a kontrolné vysledky k tlohe 18
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Uloha & 19

Vypoditajte posunutie bodu A v smere sily F na zakrivenom nosniku na obr. 31.

All F

Obr. 31 Zakriveny nosnik zatazeny silou F

Kontrolny vysledok:
3
A, = m-F-r
E-]

Staticky neurdité tlohy

Uloha ¢ 20

Urcte vnuatorné silové veli¢iny (normalové a prie¢ne sily, ohybovy moment) a vypocitajte
vodorovné posunutie bodu C a zvislé posunutie bodu B, ak je dané: E =2,1-105 MPa,
J=0,000002 m* F=10000 N a r=2,5m.

Obr. 32 Staticky neurcity zakriveny nosnik zatazeny silou F
Kontrolné vysledky:
Vodorovné posunutie bodu C a zvislé posunutie bodu B:
: (62> -8z-16)-F-1*

— . . 3
B Fr G h96m, yh = ~0,041m
67-E-] 247 -E-]

Xc
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Uloha & 21

Vypocitajte maximalny ohybovy moment v slabo zakrivenom prite na obr. 33, ak je
dané: F=10000N ar=2m.

Obr. 33 Staticky neurcity zakriveny prat zatazeny silou F

Kontrolny vyjsledok:

Mo 0 =| M| =| ~7260| = 7260 Nm

Omax
Uloha ¢ 22

Vypocitajte vniatorné silové veli¢iny a zvislé posunutie bodu B, ak je dané: F =5000 N,
r=2m, E=2,1-10°> MPa, ] = 0,000002 m*.

Obr. 34 Staticky neurcity zakriveny pruat zatazeny zvislou silou F

Kontrolnyj vysledok:

E (3712 —87r—4)‘1-"-1’3
i 87-E-]

=0,0018 m



30 ZALOMENE A ZAKRIVENE NOSNIKY, RAMY

Uloha & 23

Na zakrivenom nosniku vypocitajte vnatorné silové veli¢iny (normalové a priec¢ne sily,

ohybové momenty) azvislé posunutie bodu B ak je dané: F=15000N, r=2m,
E =2,1-10° MPa, ] = 0,000003 m*.

Obr. 35 Trikrat staticky neurcity zakriveny nosnik zatazeny silou F

Kontrolné vysledky:
Ohybové momenty v bodoch A a C:
M, =M. =3330Nm
Zvislé posunutie bodu B:

s (7°-207+32).F.r°
T —8)E ]

=0,0022m





